A szabalyos sokszogek kozelité szerkesztéséhez

A sikmértani szerkesztések kozott van egy kedvenciink: a szabdlyos n - szog kozelito
szerkesztése. Azért vivta ki ndlunk ezt az elékeld helyet, mert nagyon egyszerii és haté -
kony. Amikor elolvassuk ez utobbi mondatot, rogton felvetodik benniink a kérdés: mitol
kozelitd ez a szerkesztés. Attol, hogy elvileg nem pontos minden n - re.

Az utobbi kijelentést [ 1 ] - re alapoztuk, ahol egy 6sszehasonlitd adatsorral mutatjak be a
szerkesztés ,tudasat”: n = 3, 4, 6 esetén a szerkesztés pontos eredményt ad, mas esetekben
csak kozelitét. Most errdl lesz szo. El0szor tekintsiik az 1. abrat!

2.15. abra. Szabalyos soksz6g szerkesztése altalanos modszerrel

e Adott R sugarral kért rajzolunk és megrajzoljuk a tengelyeit.

e A vizszintes kozépvonalat hosszabbitsuk meg az 4 és B pontok utan.

e A kor atmeérdjét vegyik korzdnyilasha, és a D pontbdl rajzoljunk kor-
ivet ugy, hogy metssze el a vizszintes kozépvonalat.

e A fiiggoleges atmeérot osszuk annyl egyenlo részre, ahany oldalu sok-
szbget szeretnénk rajzolni (a 2.1.2. pontban leirtak szerint). A 2.15. ab-
ran 11 oldali sokszog lathato.

e A figgbleges atmérdn jeloljik ki a paratlan szamu osztépontokat.
Huzzunk egyeneseket az E pontbdl a kijelolt pontokon keresztil gy,
hogy az atméré tuloldalan a kort elmetsszék.

e A Fpontbol ismételjiik meg az el6z6 muveletet.

e FEzek az egyenesek az abran is lathatd modon meghatarozzak a sok-
szbg csucsait a koron.

1. 4bra — forrasa:
http://eptan.fmk.nyme.hu/eptan/oktadat/Entries/2011/2/17 Szabadkezi rajz files/Muszaki abrazolas |.pdf



http://eptan.fmk.nyme.hu/eptan/oktadat/Entries/2011/2/17_Szabadkezi_rajz_files/Muszaki_abrazolas_I.pdf

Itt egy szabalyos 11 - sz0g szerkesztését mutatjdk be.
Az [ 1 ] munkéaban egy altaldnosabb leirast olvashatunk.

Vegylink fel egy kort, amelyet a sokszog koréirhato korének tekintiink. A kor egyik at -
mérdjét n egyenld részre osztjuk, és az atmérd folé egyenld oldali haromszoget szerkesz -
tiink. A haromszognek az atmérdn kiviili csticsat 6sszekotjiik az atmérd egyik végpontja -
tol szamitott masodik osztasponttal, és ezzel az egyenessel elmetssziik a kort ( 404. abra ).

404. 4bra 2. dbra — forrasa: [ 1 ]

A haromszogon kiviil esé metszéspontnak és az atmérd elébb emlitett végpontjanak d,
tavolsaga a szabalyos n - sz0g a, oldalhosszanak jo kozelitd értéke.

Eddig az idézet [ 1 ] - bOl. A [ 2 ] munkdban egy nagyon hasonl¢ leirast talalunk errol.

A tovabbiakban ugy jarunk el — [ 1 ] megfogalmazasaval —, hogy d, - et analitikus geo -
metriai Gton, a, - et a trigonometria segitségével hatarozzuk meg, majd e két eredményt
Osszehasonlitjuk. Ezt a szdmitast [ 1 | - ben nem részletezik.

Az aldbbiakban két esetet kell megvizsgalnunk, annak megfeleléen, hogy az Xy, koordinata
pozitiv vagy negativ. Hogy erre mi sziikség van, az a szamitasokbol kidertil.

1. eset: Xy >0 —1d. 3. abra!

Itt a d,, kdzelitd oldalhossz szamitasahoz sziikséges mennyiségeket tiintettiik fel. A K kor -
nek és az e egyenesnek két metszéspontja van, M; €s M,. A 2. és a 3. abrarol leolvashatoan
nekiink az M; = M metszéspontra, illetve koordinataira lesz sziikségiink. Az analitikus
geometriai megoldas az aldbbiak szerint alakul.

Az r sugaru k kor egyenlete:

xt+y?=1r?, (1)



A C ponton atmend, $ hajlasu e egyenes egyenlete:
y=c+x-tg?v.

A 3. abrabol:
c=+3 r;
majd:
[o] \/_ \/_
tgd = tg(180 - 1/1) = —tgy = — Z-er = _1_31 )

Az e egyenes egyenlete (2 ), (3)és(4) - gyel:
:ye:'\/§ -r_4-£31-x)

vagy kényelmesebb irasmoddal:
y. =3 r—m-x,

ahol:
V3

m = .
-1

S|

Az M pont meghatarozasahoz:

3. abra

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)



~(1)-bdl:
y =12 =% (8)
~(5)-bdl:
2
ve=(3 r-m-x); (9)

az M pontban yy =y, , igy ez igaz négyzetiikre is:
Vi =Y (10)

majd (8), (9) és ( 10) szerint:
rz—xﬁ,z(\@-r—m-xM)z; (*)

Kifejtve:

r2—x%=312=2-\3 r-m-xy +m? -xk;

rendezve:
(1+m?)-xg—(2-V3 -r-m)-xy+2-r2=0. (11)

A (11) masodfoku egyenletet a megoldoé - képlettel megoldva:

2+/3 -r-mi\[(z-\/? -r-m)2—4-(1+m2)-2-r2
My, =

2:(1+m?) ; (12)

a négyzetgyok alatti mennyiséget kifejtve:

D=(2-V3 -r-m)z—4-(1+mz)-2-r2 =12:r>m?—-8-r2—-8-r?2-m? =
=4-12-m?—-8r2=4-r2-(m?*-2),

tehat:
D=4-r%-(m?-2). (13)

Most (12 ) és (13) - mal:
_ 23 rm+/arZ(m2-2) _ 23 rmi2rVmi-2

M2 2:(1+m?2) 2:(1+m?) ’ (14)
atalakitva:
V3 -m+vm2-2
le,Z:r.T' (15)



Mivel Xy = Xmy , ezért m > 0 és véges (N = 3 ) esetében (15 ) - bol:
V3m+vym?-2

1+m?2

(16)

xM:

A d,, kozelit6 oldalhossz szamitasa a 3. abra alapjan:
A2 =(r+xy)+yZ=0+xy)?+r2—xf=1r>+2-1-xy+x4+1%—x} =

=r2+2-r-xM+r2=2-r2+2-r-xM=2-r2-(1+x7M),
innen:

dn=r-/2-@.+%0. (17)

Most (16 ) és ( 17 ) szerint:
dn=r-\/2-(1+\/§'L ””2_2); (18)

1+m?2

Majd (7 ) és (18) - cal:

2 3 3
3-1L_31+ (ﬁ) 2 it 2
d,=r- |2-|1+— =r- [2-|1+ 3 , (19)
3

\J 1+<§)2 | 1"'(%_1)2

tehat:

d,=r- [2-[1+ - . (20)

Korlatozo feltétel: az 1/ (4 / n — 1) alaka tagokban a nevez6 nagyobb nullanal, azaz n = 3.
Grafikont készitiink a d, / r dimenzi6tlan mennyiségre, melynél n = x , ahol 3 <x <4.

A szabalyos n - szog oldalhosszanak pontos kifejezése trigonometriai iton — Id. kordbbi
dolgozatunkat, melynek cime: A szabdlyos otszog szerkesztéséhez —

an=r-\/2-(1—cos3ioo). (21)




A (21) - bol képzett a, / r fiiggvény grafikonjat is megrajzoljuk: n= X, ahol x > 3.
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4. abra
A 4. abran megfigyelhetjiik, hogy ( 20 ) nem - diszkrét ( magenta ) pontsora milyen jol
illeszkedik ( 21 ) folytonos ( kék ) gorbéjéhez: kitakarja azt. Persze, tudjuk, hogy n = x

diszkrét értéksora jon csak szamitasba, ahol n > 3.

2. eset: Xy <0-—1d. 5. abra!

5. abra



A kozelit6 oldalhossz négyzetére az 5. abra szerint, ( 8 ) - cal is:
dp = (= lxemD? +yig = O = lxuD? + 72 —xy =712 =207 |xy| + xi7 + 7% —xj =

:r2—2-r-|XM|+T'2=2'T2—2'T"|xM|:2'7‘2.(1_@)'
tehat:
dz =272 (1-12), (22)

r

innen pozitiv gyokvondssal:

dn=r-\/2-( —@). (23)

T

A most vizsgalt esetben az egyenes ¢és a kor metszéspontjadhoz az aldbbiak szerint jutunk.
Az egyenes egyenlete ( 2 ) szerint:
y=c+x-tgd. (2)

Benne, az 5. abra szerint:

Most (2),(3)és(24) - gyel:
ye=\/§'7”+:\/§i-x; (25)

n

1smét bevezetve az

m=t (26)

egyszersito jelolést, (25) és (26) - tal:
y. =V3-r+m-x. (27)

Az M = M; metszéspont meghatdrozasahoz, a korabbiakhoz hasonl6an:

rz—xlﬁz(ﬁ-r+m-xM)2; (**)

Kifejtve:

r2—x4 =31242-V3 v m-xy +m?-x%;



rendezve:

(m?>+1) x4 +2V3 rm-xy+2-1r2=0.

A (28 ) masodfoku egyenletet a megoldo - képlettel megoldva:

_2.\/§ rmi\/(Z\/i -r-m)2—4-(m2+1)-2-r2

xM1,2

2:(m2+1)

majd (13 )és(29) - cel:

_ =243 rmty4r2(m?-2)  -2+/3-rm*2rvm?-2

)

, tehat:

X =
My 2:(m?+1) 2-(m?+1)
_ V3 m¥FVym2-2
My, = m2+1 '

Ebbdl, tekintettel arra is, hogy itt m < 0:

XM o _ |[V3 mFVm2-2] _|-V3 Im|l-Vm?-2| _ V3 |m|+Vm?-2
r Amax m2+1 max B m2+1 B m2+1

XMy 2 _lxml _ V3 m|+V¥m2-2
r lmax T m2+1 '

Most (23 ) és (31) - gyel:

d, =7 \/2 _ (1 _ \/§-|m|+\/m2__2> :

m2+1

majd (26 ) és (32) - vel:

)

d, =1"

tehat:

(28)

(29)

(30)

(31)

(32)

(33)



Ismat abrazoljuk a ( 33 ) - bol ad6doé d, / r kifejezést, folytonosnak tekintett valtozdval,
osszehasonlitva ( 21 ) - gyel; 1d. 6. dbra!

6. abra

Itt is jol latszik, mennyire fedi a kozelito fliggvény a pontosat — nem csak diszkrét érté -
kekkel dolgozva. Végiil ,,bekapcsoljuk’ mindharom grafikont, ekkor kapjuk a 7. abrat.

7. dbra
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Ezen is jol latszik, hogy a két kozelitd fiiggvény mennyire jol illeszkedik a pontoshoz.
A kozelit6 szerkesztés tehat tokéletesen alkalmas a gyakorlati feladatok megoldésara.

Ezt a gyakorlatban sokszor tapasztaltuk; most egy kicsit benéztiink a fliggony mogé is.

Az clején emlitettiik, hogy [ 1 ] szerint e szerkesztés n = 3, 4, 6 esetén a pontos oldal -
hosszt adja. Ezért is ilyen jo a gorbék illeszkedése egymashoz.

Most mar talan érthetd, hogy miért erdltettiik a folytonos gorbék rajzolasat; ugyanis a
diszkrét fliggvények abrazolasaval csak pontbeli illeszkedést vizsgaltunk volna, nem pedig
tartomanybelit. Utobbi sokkal jobban segiti a helyes kép kialakitasat, valamint az elkdve -
tett képletbeviteli hibak kijavitasat is.

Megjegyezziik, hogy eddig nem foglalkoztunk az n = 4 esettel, amikor tg$ = .

A gorbék csatlakozédsa az X = 4 szakaszhataron gyakorlatilag ,,z0kkendmentes”, vagyis
balrol és jobbrol megkozelitve a hatart a fiiggvények ugyanahhoz az értékhez tartanak.

Ez az alkalmazott Graph szoftver fliggvényérték - szamitd szolgaltatasaval jol kovetheto.

Erdemes megfigyelni, hogy a vizsgalt fiiggvények csokkend jellegliek; ez megfelel annak
a tapasztalati ténynek, hogy a sokszog oldalai szamanak novelésével az egyes oldalak
hossza csokken.

Megemlitjiik még azt a tényt is, hogy az 1. dbra szerkesztése nemcsak egy sokszogoldal
hosszat, hanem annak helyét is megadja. Tényleg minden okunk megvan rd, hogy nagyon
kedveljiik. Minthogy tetszdleges oldalszamu szabalyos sokszogre nincs elvileg pontos
szerkesztés — [ 1 ] —, ezért is kaphat kiemelt figyelmet e kozelitd megoldas.

( Vajon ki talalta ezt ki, és hogyan? A ,hogyan” - ra ugyanis még nem kaptunk valaszt. )

Az elvileg pontos €s kozelitd szerkesztésekrdl még [ 2 | - ben is olvashatunk érdekes
dolgokat. Az itt vizsgalt szerkesztéssel kapcsolatban ezt irja a szerzd:

Ha ezzel az eljarassal szabalyos hétszoget szerkesztiink, gyakorlatilag ugyanolyan
megbizhatdan jarunk el, mint amikor euklideszi szerkesztéssel pl. szabalyos 6tszoget
szerkesztlink.

Forrasok:

[ 1]— Pelle Béla: Geometria
Tankonyvkiado, Budapest, 1979., 476 ~477. 0., 132. o.

[ 21— Hajos Gyirgy: Bevezetés a geometriaba
6. kiadas, Tankonyvkiad6, Budapest, 1979.,158. o.
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